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Wszystkie miary wystȩpuja̧ce w zadaniach sa̧ określone na ustalonej (ale dowolnej)
przestrzeni mierzalnej (X, Σ).

Zadanie 1. Niech ν i ξ bȩda̧ dowolnymi miarami na (X, Σ).
a) Sprawdź, że ν + ξ jest miara̧.
b) Jeśli ν ≥ ξ i ξ < ∞, to ν − ξ też jest miara̧.
c) Jesli obie sa̧ singularne wzglȩdem pewnej miary µ, to ich suma i różnica (jeśli
ma sens) też.
d) Suma (i różnica, jesli jest miara̧ nieujemna̧) miar absolutnie cia̧gÃlych wzglȩdem
µ jest absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem µ.

Zadanie 2. Udowodnij jednoznaczność rozkÃladu miary ν na sumȩ miar: absolutnie
cia̧gÃlej wzglȩdem µ i singularnej wzglȩdem µ.

Zadanie 3. Udowodnij twierdzenie o rozkÃladzie (czyli ν = ν1 + ν2, ν1 4 µ i ν2⊥µ)
w przypadku, gdzy ν jest σ-skończona.

Zadanie 4. Niech µ oznacza miarȩ licza̧ca̧, a ν to dowolna miara. Jaki jest rozkÃlad
miary ν na czȩść singularna̧ i absolutnie cia̧gÃla̧ wzglȩdem µ?

Zadanie 5. Dana jest miara µ i dwie nieujemne funkcje mierzalne f i g. Rozważmy
miary µf i µg z gȩstościami f i g (tzn. µf (E) =

∫
E

f dµ i µf (E) =
∫

E
g dµ). Jaki

jest rozkÃlad miary µg na czȩść absolutnie cia̧gÃla̧ i singularna̧ wzglȩdem µf?
Podpowiedź: To też bȩda̧ miary postaci µh z gȩstościami, gdzie funkcje h (dwie:
jedna dla czȩści absolutnie cia̧gÃlej, druga – singularnej) bȩda̧ jakoś ,,zrobione” z
funkcji f i g.

Zapoznać siȩ z zamieszczonym poniżej materiaÃlem, a nastȩpnie rozwia̧zać
kolejne zadania.

Rodzina R podzbiorów X nazywa siȩ σ-ideaÃlem jeśli:
1) B ⊂ A ∈ R =⇒ B ∈ R,
2) An ∈ R (n ∈ N) =⇒ ⋃

n An ∈ R.

Na przykÃlad σ-ideaÃlem jest rodzina wszystkich podzbiorów ustalonego zbioru C.
Inny przykÃlad, to zbiory co najwyżej przeliczalne.

Zadanie 6. Dana jest miara µ określona na σ-ciele Σ. Sprawdż, że rodzina

Nµ = {A : ∃B ∈ Σ, A ⊂ B, µ(B) = 0}



jest σ-ideaÃlem.

Zadanie 7. Dana jest miara µ określona na σ-ciele Σ. Niech Σ
µ

= σ(Σ ∪ Nµ)
gdzie Nµ jest określone w zadaniu poprzednim. Sprawdź, że

Σ
µ

= {A ∪B : A ∈ Σ, B ∈ Nµ}.

Σ
µ

nazywamy σ-ciaÃlem uzupeÃlnionym wzglȩdem miary µ.

Zadanie 8. Dana jest miara µ określona na σ-ciele Σ. Miarȩ ta̧ rozszerzamy do Σ
µ

tak: jeśli Σ
µ 3 C = A ∪B, A ∈ Σ, B ∈ Nµ, to µ(C) = µ(A). Sprawdź poprawność

defnicji i że to jest miara na Σ
µ
. Miarȩ µ rozszerzona̧ do Σ

µ
nazywamy miara̧

uzupeÃlniona̧.

Zadanie 9. Miara µ na Σ taka, że Σ = Σ
µ

nazywamy miara̧ zupeÃlna̧. Wykaż, że
do zupeÃlności miary potrzeba i wystarcza aby Σ zawieraÃlo σ-ideaÃl Nµ z zadania 6.

Zadanie 10. Sprawdź, że jeśli µ jest miara̧ zdefiniowana̧ jako obciȩcie miary
zewnȩtrznej do swoich zbiorów mierzalnych, to µ jest zupeÃlna.

Zadanie 10*. Wykaż, że sigma ciaÃlo zbiorów borelowskich uzupeÃlnione wzglȩdem
miary Lebesgue’a pokrywa siȩ z sigma-ciaÃlem zbiorów mierzalnych w sensie Cara-
théodory’ego wzglȩdem miary zewnȩrrznej Lebesgue’a.

Zadanie 12. Miara µ określona na σ-ciele Σ jest absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem σ-
ideaÃlu R jeśli dla każdego A ∈ Σ, A ∈ R =⇒ µ(B) = 0. Miara µ jest singularna
wzglȩdem R jeśli istnieje B ∈ Σ taki, że µ(B) = 0 i Bc ∈ R. Udowodnij, że każda
miara skończona µ rozkÃlada siȩ jednoznacznie na µ1 + µ2, gdzie µ1 4 R i µ2⊥R.
WSK. Można (ale nie trzeba) skorzystać z zadania nastȩpnego.

Zadanie 13. Czy każdy σ-ideaÃl R pokrywa siȩ z rodzina̧ zbiorów miary zero jakiej́s
miary?


